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Resume 

Nous montrons la bijectivite du morphisme de Baum-Connes tordu 
par une representation non unitaire, defini dans |GA08| . pour une 
grande classe de groupes verifiant la conjecture de Baum-Connes et qui 
contient en particulier tous les groupes de Lie reel semi-simples, tous 
les groupes hyperboliques, ainsi que des groupes inifinis discrets ayant 
la propriete (T) de Kazhdan. Nous definisons une operation de tenso- 
risation par une representation de dimension finie non unitaire sur le 
membre de gauche du morphisme de Baum-Connes et nous montrons 
que son analogue en ii'-theorie est forcement defini sur la K-theorie 
des algebres de groupe tordues introduites dans |GA07bj . 

Abstract 

We show that the Baum-Connes morphism twisted by a non-unitary 
representation, defined in [GAOSj . is an isomorphism for a large class 
of groups satisfying the Baum-Connes conjecture. Such class contains 
all the real semi-simple Lie groups, all hyperbolic groups and many in- 
finite discret groups having Kazhdan's property (T). We define a ten- 
sorisation by a non-unitary finite dimensional representation on the 
left handside of the Baum-Connes morphism and we show that its 
analogue in K-theory must be defined on the /C-theory of the twisted 
group algebras introduced in |GA07bj . 
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Introduction 



Soit G un groupe localement compact et p une representation de G, pas 
necessairement unitaire, sur un espace de dimension finie V . Dans |GA07b| 
(voir aussi |GA08| et |GA07a| ). nous avons defini un analogue tordu par p 
de la C*-algebre reduite de G, que nous avons note A^{G), en considerant 
la completion de I'espace vectoriel Cc{G) des fonctions continues a support 
compact sur G pour la norme donnee par la formule 

\\f\\X-{G) = II(Ag® P)(/)||£(L2(G)®V), 

pour tout / G Cc{G) et ou Xg est le representation reguliere gauche de G. 
Nous avons ensuite defini un morphisme 

p,,r : ^ K{A',iG)), 

qui coincide avec le morphisme de Baum-Connes pr (cf. |BCH94| ). si p est 
unitaire. Nous avons alors montre que pp^r est injectif pour tout groupe G 
pour lequel il existe un element 7 de Kasparov (cf. |GA08l Theoreme 3.8] 
et |Tu99| pour la definition d'un element 7). Nous avons en plus montre 
que si cet element 7 est egal a 1 dans KKg{C,C), alors Pp^r est un isomor- 
phisme (cf. |GA08l Theoreme 3.7]). L'existence d'un element 7 de Kasparov 
a ete montree pour une classe tres large de groupes, notee C dans |Laf02| 
(voir aussi |GA08| et |GA07a| ). qui contient en particulier tons les groupes 
de Lie semi-simples, ainsi que tons les sous-groupes fermes d'un groupe de 
Lie semi-simple. Cette classe contient done, en particulier, des groupes ayant 
la propriete (T) de Kazhdan (cf. |Kaz67| . |dlHV89| ). Cependant, des qu'un 
groupe localement compact G a la propriete (T), la representation triviale 
etant isolee dans le dual unitaire de G, il est impossible de construire une 
homotopie entre un element 7 de Kasparov et 1 dans KKg{C,C). Ceci im- 
plique que les resultats de |GA08| ne sont pas suffissants pour montrer la 
surjectivite de Pp^r pour des groupes ayant la propriete (T). Dans cet article, 
nous allons montrer que le morphisme de Baum-Connes tordu Pp^r est un 
isomorphisme pour beaucoup de groupes contenus dans la classe C et ayant 
la propriete (T). Plus precisement, nous allons montrer le theoreme suivant 

Theoreme 1. Soit G un groupe localement compact satisfaisant les deux 
conditions suivantes : 

1. il existe une completion inconditionnelle de Cc{G) qui est une sous- 
algebre de C*{G) dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe (ou 
plus precisement faiblement pleine dans C*{G), voir definition 12. 2p ; 

2. pour toute completion inconditionnelle B{G) de Cc{G) le morphisme 
Pb : _ft'*°P(G) K{B{G)) est un isomorphisme. 
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Soit p une representation de dimension finie de G. Alors le morphisme de 
Baum-Connes tordu par p 



est un isomorphisme. 

On rappelle que Lafforgue dans |Laf02l Theoreme 0.02] a demontre que, 
pour toute completion inconditionnelle B{G), le morphisme 

pts : ^ KiBiG)), 

est bijectif pour une classe de groupes qu'il note C. On rappelle ici que la 
classe C est constituee par les groupes a-T-menables et par tons les groupes 
localement compacts agissant de fagon continue, isometrique et propre sur 
un des espaces suivants : 



- sur une variete riemannienne complete simplement connexe, dont la 
courbure sectionnelle est negative ou nulle et bornee inferieurement, et 
dont la derivee du tenseur de courbure (suivant la connexion induite 
de la connexion de Levi-Civita sur le fibre tangent) est bornee, ou 

- sur un immeuble affine de Bruhat-Tits uniformement localement fini, 
ou 

- sur un espace metrique uniformement localement fini, faiblement geo- 
desique, faiblement bolique et verifiant une condition supplementaire 
de bolicite forte. 



Cette classe contient, en particulier, tons les groupes de Lie semi-simples 
reels, ainsi que tons les sous-groupes fermes d'un groupe de Lie semi-simple 
reel. 



D'autre part, si G est groupe de Lie semi-simple reel, Lafforgue a constuit 
une variante de I'algebre de Schwartz generalisee S{G) (cf. |Laf02| ). qui 
est une sous-algebre dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe dans 
C*{G). Ceci implique que le morphisme 

K{S{G)) ^ K{G:{G)), 

induit par I'inclusion, est un isomorphisme, et done que le morphisme Pp^j. est 
aussi un isomorphisme. De plus, Pp^r est un isomorphisme pour tout groupe 
de la classe C ayant la propriete (RD) ; dans ce cas c'est une variante de 
I'algebre de Jolissaint associee a G |Jol90| qui est une completion incondi- 



tionnelle, dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe dans G*{G). En 
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particulier, /ip est un isomorphisme pour tout groupe hyperbolique et pour 
tous les sous-groupes discrets et cocompacts de SL^{F), ou F est un corps 
local, de SLs{m) et de E6^.2e) (cf. fEM] . |(]han8) . |dlHV89| ). 



Les resultats de cet article completent les resultats de |GA08| . Le mor- 
phisme de Baum-Connes tordu est alors un isomorphisme pour la plupart 
des groupes pour lesquels on salt montrer la conjecture de Baum-Connes et 
on pent meme esperer que les deux soient verifies toujours au meme temps. 
Nous esperons ainsi que le morphisme de Baum-Connes tordu par n'importe 
quelle representation de dimension finie, soit un isomorphisme au moins pour 
tout groupe appartenant a la classe C. 

D'autre part, dans |Val88j . Valette a defini une action de I'anneau des re- 
presentations non unitaires de dimension finie de G, que nous notons Rf{G), 
sur le membre de gauche du morphisme de Baum-Connes, K^°^{G), qui ge- 
neralise Paction induite par produit tensoriel par une representation de di- 
mension finie dans le cas des groupes compacts. Dans le cas des groupes de 
Lie connexes, il definit une action de Rp{G) sur I'image de I'element 7 de 
Kasparov dans K{C*{G)) qu'il interprete ensuite en termes de foncteurs de 
Zuckerman. En general, pour toute representation de dimension finie (p, V) 
de G, on aimerait definir un endomorphisme de K{C*{G)) qui soit analogue 
au morphisme induit par produit tensoriel par p sur I'anneau des representa- 
tions de G. Ceci definirait un espece d'analogue en i^'-theorie des foncteurs 
de translation de Zuckerman (cf. |Zuc77| . fKV95l Chapter VII]). Cepen- 



dant, comme p n'est pas supposee unitaire, le produit tensoriel par p induit 
un morphisme de Cc{G) dans C*{G) <^Eiad{V) qui n'est pas defini sur C*{G) 
et dont le domaine de definition est I'algebre tordue A^{G). On a done un 
morphisme d'algebres de Banach de ^^(G) dans C*{G) (g) End(V), qui, par 
equivalence de Morita, induit un morphisme en i^T-theorie 

Ap : KiA^iG)) K{C:{G)). 

De plus. Taction de RpiG) sur est definie de fagon tres natu- 

relle. Dans le cas des representations unitaires, cette action a ete definie par 
Kasparov (cf. |Kas88| ). Dans le cas general, pour toute representation de 
dimension finie p de G nous allons definir un endomorphisme 

Tp : K*°P(G) ^ ir*°P(G), 

qui coincide avec le produit tensoriel par p lorsque est unitaire. L'action de 
Rf[G) sur i^*°P(G) induite par Tp que nous allons alors definir coincide avec 
Paction definie par Valette dans |Val88| . 



^Dans le cadre de la i^T-theorie les foncteurs de Zuckerman ont ete consideres par Bost. 
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Le but de la deuxieme partie de cet article est de montrer le theoreme 
suivant 

Theoreme 2. Soit G un groupe localement compact et p une representation 
non unitaire de dimension finie de G. Alors le diagramme suivant 

K'°P{G)^^K{A';.{G)) 

irt°p(G)^ir(c;(G)), 

est commutatif. 

Remerciements. Les resultats de cet article, ainsi que ceux de |GA08| . font 
partie des travaux presentes pour I'obtention de mon doctorat realise sous la 
direction de Vincent Lafforgue. Je voudrais le remercier de m'avoir suggere 
ce sujet, ainsi que pour tons ses conseils. Je remercie aussi Alain Valette pour 
m'avoir indique |Val88| et pour ses commentaires. 



1 Rappels et notations 

Soit G un groupe localement compact et soit dg une mesure de Haar 
a gauche sur G. On note A la fonction modulaire de G, c'est-a-dire que 
dg~^ = A{g)~^ pour tout g & G. 

On appelle longueur sur G toute fonction i : G ^ [0, +oo[ continue et telle 
que i{gig2) < iigi) + pour tout gi, g2 E G. 

Etant donnee une G-C*-algebre A, pour tout g E G et a E A, on note g.a, 
ou g{a), Taction de g sur a. On considere I'espace vectoriel des fonctions 
continues a support compact sur G a valeurs dans A, que Ton note Gc{G, A), 
muni de la structure d'algebre involutive dont la multiplication est donnee 
par la formule 

{fi*f2){g)= [ fi{9i)9i{f2{g^'g))dgi, 
Jg 

pour /i, /2 E Cc{G, A) et I'involution par la formule 

pour / E Gc{G,A), g E G. Intuitivement, on represente tout element / E 
Cc{G, A) par I'integrale formelle f{g)egdg, ou eg est une lettre formelle 
qui satisfait les conditions suivantes 

egGg' = Cggf, e* = (eg)-^ = eg-1 et Cgae'^ = g.a, 
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pour tout (? G G et pour tout a G A. 



Soient A et B des G'-C*-algebres. Pour toute longueur i sur G, on note l 
le morphisme 

i:KKGiA,B)^KK^yiA,B), 

defini dans |Laf02l Proposition 1.6.1]. 

Si A, B et D sont des G-algebres de Banach, on note A(S)'"D le produit ten- 
soriel projectif, c'est-a-dire le complete-separe du produit tensorile algebrique 
A^'^^ D pouv la plus grande semi-norme ||.|| telle que ||a(S)(i|| < ||a||yi 
pour tout a & A et d ^ D. On note alors an le morphisme 

an : KK^y{A, B) KK^^'^iA ®" D, B®-" D), 



defini dans |Laf02l Definition 1.2.2]. 



De plus, on note E le morphisme 

E : KK'°''''{A, B) Hom(ir(A), K{B)) , 



defini dans |Laf02l Proposition 1.2.9] et qui induit Taction de la i^'/T-banachique 



sur la i^-theorie. 

Soit p une representation de G sur un espace vectoriel complexe V de di- 
mension finie et muni d'une structure hermitienne. Dans |GA08| . nous avons 
defini des produits croises tordus par la representation p en considerant I'ap- 
plication suivante 

Cc{G, A) Cc{G, A) ® End(l^) 
f{g)egdg^ / f{g)eg(^ p{g)dg. 

G Jg 

On rappelle la defintion des produits croises tordus 

Definition 1.1. Le produit croise (resp. produit croise reduit) de A et G 
tordu par la representation p, note A yi^ G (resp. A G), est le complete 
(separe) de Cc{G, A) pour la norme : 



a{g)egdg\\A>,PG = \\ / a{g)eg p{g)dg\\c*{G,A)'i!>End{v), 
G Jg 

(resp. ||.||c;(G,A)^5End(y)) ou G*(G, A) ® End(y) (resp.G;(G, A) ® End(V)) est 
le produit tensoriel minimal de G*-algebres. 
Si A = C, alors on note 

AP{G):=C>4PG et ^^(G):=Cx^G. 
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Remarque 1.2. L'algebre A'^.{G) coincide avec le complete-separe de Cc{G) 
par la norme 

11/11 = II(Ag®p)(/)|| 

ou Xg est la representation reguliere gauche de G. De meme, pour tout / G 
Cc{G), 

||/IUp(g) = sup Win (g) p){f)\\c^H®v), 

in,H) 

ou (tt, H) parcourt I'ensemble des representations unitaires de G. 

Soient A et B des G'-C*-algebres. On note jp et jp^r les morphismes de 
descente tardus 

Jp : KKg{A, B) KK^''''{A G, B y^" G), 

jp,r : KKg{A, B) ^ KK'^^^iA G, G), 
definis dans |GAn8l Definition 2.9]. 

Considerons maintenant EG I'espace classifiant pour les actions propres 
de G. Pour toute G-C*-algebre A, on note K^°^{G,A) la /T-homologie G- 
equivariante de EG a valeurs dans A introduite dans |BCH94| . c'est-a-dire 

K*°P(G, A) = \\mKKG{Co{X),A), 

ou la limite inductive est prise parmi les G-espace propres X qui sont des 
sous-espaces fermes de EG tels que X/G est compact. 

Dans |GAn8[ Definition 2.17], nous avons defini deux morphismes de groupes 

/x^ : ir*°P(G, A) K{A G) et /i^, : K'°p{G, A) K{A x^ G), 
de la fagon suivante : 

Soit X est un espace G-propre et G-compact. Soit c une fonction continue 
a support compact sur X a valeurs dans M"*" telle que, pour tout x E X, 
c{g~^x)dg = 1 (on rappelle qu'une fonction avec ces proprietes existe parce 
que X/G est compact, voir |Tu99| ). On considere la fonction sur G x X 

p{g,x) := ^/c{x)c{g-'^x), 

qui definit un projecteur de Gc(G, Go(X)). On note Pp (resp. Pp^r) I'element 
de K{Go{X) xP G) (resp. K{Go{X) x^ G)) qu'il definit. 
Soit X e KKg{Go{X), A). Alors /i^ et /i^^ sont donnes, a passage a la limite 
inductive pres, par les formules 

^^pA^) = ^ijp,r{x)){Pp,r) et fip^x) = ^{3p,r{x)){pp,r), 
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ou, 

S : KK^''''{Co{X) x^CA x^G) ^ Hom(^K(Co(X) ^pG),K{A x^G)), 

est donne par Paction de KK^^'^ sur la i^-theorie ; de meme pour les produits 
croises tordus reduits. 

Si A = C, on note (resp. ^p^r) le morphisme /i^ (resp. /i^^) pour sim- 
plifier les notations. Nous allons montrer que /Xp est un isomorphisme pour 
une large classe de groupes verifiant la conjecture de Baum-Connes et qui 
contient des groupes ayant la propriete (T). 

Tout le long de cet article, un groupe localement compact G sera toujours 
denombrable a I'infini. Une representation p de dimension finie de G sera une 
representation de G sur un espace vectoriel complexe de dimension finie muni 
d'une norme hermitienne. On note (p, V) toute representation de G sur un 
espace V ^ pour simplifier les notations et quand on veut preciser I'espace sur 
lequel G agit. Si A est une G*-algebre, on note A son algebre unitarisee. 

2 Morphisme de Baum-Connes tordu 
2.1 Completions inconditionnelles 

On rappelle la definition de completion inconditionnelle introduite dans 
[LaM]. 

Definition 2.1. Soit G un groupe localement compact. Une algebre de Ba- 
nach B{G) est une completion inconditionnelle de Gc(G), si elle contient 
Cc{G) comme sous-algebre dense et si, quels que soient /i,/2 € CciG) tels 
que 1/1(5^)1 < 1/2(5')! pour tout G G, on a ||/i||e(G) < II/2||b(g), autrement 
dit, si pour tout / G Gc(G), ||/||b(g) ne depend que de {g ^ \f{g)\). 

Definition 2.2. Soit B une algebre de Banach et G une sous-algebre dense. 
Soit A une sous-algebre de B qui est une completion de G pour une norme 
telle que \\x\\b < \\x\\a pour tout x G G. L'algebre A est une sous-algebre 
faiblement pleine de B relativement a G, si pour tout n G N* et pour tout 

X G M„(G), 

PM„{A)(a;) = pM^{B){x), 
oil p denote le rayon spectral. 

Remarque 2.3. Par definition une sous-algebre faiblement pleine d'une al- 
gebre de Banach est dense. 
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L'interet de cette notion est donne par la proposition suivante demontree 
dans |Lafn2l Lemme 1.7.2] 



Proposition 2.4. Soient A,B,C comme dans la definition\KM Notons 9 : 
C ^ B et 6i : C ^ A les inclusions evidentes. Soit r I'unique morphisme 
d'algebres de Banach de A dans B tel que roOi = 6 . Si A est une sous-algebre 
faiblement pleine de B alors le morphisme induit par r en K-theorie 

n : K{A) K{B), 

est surjectif. 

Remarque 2.5. La notion de faiblement pleine est un pen plus faible que le 
fait d'etre dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe, mais, grace a la 
proposition 12.41 elle est suffisante pour nos propos. On pent comparer cette 
notion avec la notion de sous-algebre dense et pleine definie dans |Laf02l 
Definition 4.4.5]. Voir aussi le theoreme A. 2.1 et la proposition A. 2. 2 de 
|Bos9n| . 

On veut montrer le theoreme suivant 

Theoreme 2.6. Soit G un groupe localement compact et (p, V) une represen- 
tation de dimension finie de G. Soit Gc{G) I'espace des fonctions continues 
d support compact sur G. S'il existe une sous-algebre faiblement pleine de 
C*{G) qui est une completion inconditionnelle de CdG), alors il existe une 
sous-algebre faiblement pleine de A'^iG) qui est aussi une completion incon- 
ditionnelle de GciG). 

Soient G un groupe localement compact et (p, V) une representation de 
dimension finie de G. Supposons qu'il existe B{G) une completion incondi- 
tionnelle de GciG) qui est une sous-algebre faiblement pleine de G*{G) et 
notons i I'inclusion. 

On note End(V^)) la completion de G^G, End(V)) pour la norme 

||/||B(G,End(V)) = 11/(5') II End(y) II i3(G), 

pour / G End(\/)). 

D'apres |Laf02l Proposition 1.6.4], il existe un morphisme d'algebres de Ba- 
nach de B{G ^YiTidiy)) dans C7*(G', End(F)) prolongeant Idc^(G',End(y))- On 
note r ce morphisme. 

Lemme 2.7. L'algebre de Banach B{G,Eiad(y)) est une sous-algebre faible- 
ment pleine de G*{G,End{V)) . 
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Demonstration. Soit m = dimc(V^). Comme B{G) est faiblement pleine dans 
C;(G), on a 

pour tout n eW et pour tout x e M„(Cc(G)). Done, pour tout k e N*, et 
pour tout X e Mkjn{Cc{G)), 

Or, on a des isomorphismes d'algebres de Banaeh a equivalenee de norme 
pres (resp. de C*-algebres) 

B{G, End{V)) ~ M^(B(G')) et C^iG, End{V)) ~ M^(C;(G')), 

et done eeei implique que B{G, End(l^)) est faiblement pleine dans C*{G, End(l^)). 

□ 

Considerons maintenant la completion de Cc{G) pour la norme donnee 
par : 

||/||bp(G) = \\g ^ |/(^)|||p(^)||End(y)||B(G), 

pour / e Cc{G). On note cette algebre B''{G) et on remarque que c'est une 
completion inconditionnelle. 

Theoreme 2.8. L'algebre B^{G) est une sous-algebre faiblement pleine de 
Demonstration. On considere I'application suivante : 

f {9^ f{9)p{9)), 

et on note ri le morphisme d'algebres de Banach de B'^{G) dans B{G, End(V^)) 
qu'elle induit. 

Soit T2 : A^G) C*{G) ® End(l^) le morphisme isometrique induit par 
I'application f ^ Jq f{g)&g®p{g)dg. On a le diagramme commutatif suivant : 

B{G, End{V)) C;{G, End{V)) C;{G) ® End{V) 



n 



T2 



^'{G) ^A^G), 

ou ip : B''{G) A'^.iG) est I'unique morphisme continu d'algebres de Banach 
prolongeant \dc^{G)- On veut montrer que est un morphisme faiblement 
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plein. 

Le morphisme ti : B''{G) B{G,End(y)) est isometrique, done pour 
tout pour tout new et X e Mn(Cc(G')), 

PMn{l3PiG)){x) = PMn(B{G,End(y)))(Mn(ri)(a;)). 

De plus, eomme B{G) est pleine dans C*{G), le lemme [2771 implique. 

PMn(B{G,End(y)))(Mn(ri)(x)) = PMn(C;(G,End{V)) (Mn(r O Ti){x)) 

et par commutativite du diagramme on a 

PMn(C;(G,End(y)))(Mn(r O Ti){x)) = PM„(C,*(G)(xDEnd{V))(Mn(r2 O tp){x)). 

Or, comme T2 est isometrique le membre de droite de la derniere egalite est 
egal a pM„{^?{G))(Mn(V')(a;)), d'ou I'egalite 

PMniBP{G)){x) = PM„(^P(G))(Mn(^)(a;)), 

la derniere egalite provenant du fait que x G M^{Cc{G)) et que M^{ip) pro- 
longe IdM4Cc(G))- □ 

2.2 Applications a Baum-Connes tordu 

On donne maintenant une proposition qui nous permettra d'appliquer 
les resultats precedents a I'etude de la bijectivite du morphisme de Baum- 
Connes tordu reduit. Etant donne une G-C*-algebre B et une competion 
inconditionnelle B{G), on note Bp{G,B) la completion de Cc{G,B) pour la 
norme 

\\f\\BP{G,B) = \\g ^ ||/(^)||B||p(^)||End{y)||s(G), 

POUT f eC,{G,B). 

Proposition 2.9. Pour toute G-C* -algebre B, on a le diagramme commu- 
tatif suivant 

irt°P(G', B) K{BP{G, B)) , 




K{B x^G) 

oil /xfp est la variante du morphisme de Baum-Connes a coefficients defi- 
nie dans \LafO^ Section 1.7.1] pour les completions inconditionnelles , et 
TpB '■ B^{G,B) — * A'{.{G,B) est I'unique morphisme d'algebres de Banach 
prolongeant Videntite. 
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Demonstration. La demonstration est analogue a celle de la proposition 1.7.6 
de |Lafn2j . Soit A une G-C*-algebre et soit 

^lJA : B^iG,A) ^ Ay^PG, 

prolongeant I'identite sur Cc{G,A). On rappelle que Ton note l I'application 

i:KKG{A,B)^KK]^r{A,B), 

definie par Lafforgue (cf. |Laf02l Proposition 1.6.1]). 
On a alors que, pour tout element a G KKg{A, B), 

^B,*(iBp(i(a))) = ip*A{jr{a)), 
dans KK^'"^{BP{G, A), Byi^G). 

En effet, on construit une homotopie entre les elements 4'B,*{jp{t'{oi))) et 
ip\{jp{a)) de E^^'^iBPiG, A), B y^PG), SiVsiide de cones (voir |Lafn2) . [GMS]). 
Soit {E, T) un representant de a dans KKg{A, B). On considere I'application 

C,{G,E)®C,{G,B)^G,{G,E) 
X ®h ^ x.b. 

Grace au lemme 1.6.6 de |Laf02| . on montre facilement qu'elle pent etre 
prolongee en un morphisme de 5 xi^ G-modules de Banach a droite 

r : B^iG, E)> bI^G ^ {E G)>, 

qui est de norme inferieure ou egale a 1. On pose 

C(r)> := {{Kx) G {E >^^G)[0,1] x V^^,* (j^p I MO) = 

le cone associe a ce morphisme. De meme, on definit C(r)^, comme le cone 
associe au morphisme 

r : bI^G ®" B^iG, E)< ^ iE G)< . 

BP{G) ^ ' ' ^ ' 

Soit C(r, T), I'operateur sur C(r) defini par 

C(r,T)>(/i,e® 6) = [{g,t) ^ T{h{t){g)), [g ^ T(e(^?))) ® fe) , 

pour /i G (-E G)>[0,1] et a; = e ® 6 G * (jbp ('•(«))) ; de meme pour 
C(r,T)<. 
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On a alors que {C{T),C{r,T)) appartient a E^^"" {B^ {G , A) , {B G)[0,1]). 
En effet, soit $ 1' application 

<l>:C,(G',/C(i?))^£(C(r)) 

S ^ {ih,x) ^ {th^ Sp{h{t)),iljB,*{S)x), 

ou Sp et S sont les element de Cb^p.g{E x^C) et de Ci3P{G)i^''{G, E)) definis 
a partir de 5 G Gc{G, 1C{E) dans ](lAn8[ Definition 2.5] et |Laffl2[ Lemme 
1.5.6], respectivement. On montre alors que I'image de $ est contenue dans 
les operateurs compacts de C(r), en remarquant les deux faits suivants 

1. Si E est un G-{A, i?)-bimodule de Banach et S* = {Sg)g^G appartient a 
C,(G',/C(E)), alors 

ll'S'p||£(£;xPG) < WQ ^ ||5'g||/C(£;)||p(fl')||End(y)||Li(G') 
= Wd ^ \\Sg\\K:{E)\\L^-P{G)-, 

ou on note L^'^i^G) la completion de Cc{G) pour la norme ponderee 



\L^'P{G) = / l/(^)ll|p(^)l|End(y)C^C/, 

Jg 

qui est une completion inconditionnelle de Gc{G). 



2. Dans le lemme 1.5.6 de |Laf02| . on pent choisir les yi et les tels que 



Wd ^ \\Sg — SQ^g\\ic{E)\\BP{G) + Wg ^ \\Sg — >S'o,g||/c(£;)||Li.P(G) < 

II est ensuite facil de voir que, pour a G B^{G, A) et g & G, 

$(5i) = [a,C(r,T)], 
$(52) = a(l-(C(r,T))2), 
et ^Ss) = a{g{C{T,T))-CiT,T)), 

ou pour a G Gc{G, A) et g E G, 

:= (t^a(t)(t(T)-T) + [a(t),T]), 

et Ss:= {t^amigT)-T)), 
de sorte que Si G Gc{G, }C{E)) pour i = 1, ..,3. On a done que 

[a,C(r,T)], a(l-(C(r,T))2) et a{g{C{r,T)) - C{r,T)) , 
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appartiennent a I'image de $ (voir aussi |GA08l Lemme 2.7 et Lemme 2.14]). 
II est clair alors que C(r, T) realise une homotopie entre les elements '4'B,*{jp{t-{c())) 
et 

En particulier, pour tout sous-espace X de EG ferme et G-compact, on 
a I'egalite 

dans KK^^''{BP{G,Co{X)),B xiP G) pour tout a G KKg{Cq{X), B). Ceci 
implique alors que /ip^^ = ^s,* ° ^-bp- D 

Nous pouvons maintenant montrer le resultat principal de cette section 
qui est donne par le theoreme suivant 

Theoreme 2.10. Soit G un groupe localement compact satisfaisant les deux 
conditions suivantes : 

1. il existe une completion inconditionnelle de Gc{G) qui est une sous- 
algebre faiblement pleine de G*{G) ; 

2. pour toute completion inconditionnelle B{G) de Gc{G) le morphisme 
defini par Lajforgue : K^°^(G) K{B{G)) est un isomorphisme. 

Soit p une representation de dimension finie de G. Alors le morphisme de 
Baum-Connes reduit tordu par rapport d p 

fi,,r : K{A'^{G)), 

est un isomorphisme. 

Demonstration. Soit B{G) une completion inconditionnelle de Cc{G) stable 
par calcul fonctionnel holomorphe dans C*{G). Soit Bp{G) la completion in- 
conditionnelle de Cc{G) definie comme ci-dessus. Alors, d'apres le theoreme 
12.81 le morphisme d'algebres de Banach ip : B^iG) — > Ap{G) induit un iso- 
morphisme en i^-theorie. De plus, d'apres la proposition 12.91 Hp^r = ^* O/Wep, 
done /ip^r est bien un isomorphisme. □ 

Dans |Lafn2| . Laffor gue a demontre que les groupes appartenant a la 
classe C verifient la condition 2 du theoreme 12.101 (cf. |Laf02l Theoreme 
0.0.2]). De plus, il a montre que si G est un groupe de Lie reductif reel, 
une variante de I'algebre de Schwartz generalisee (cf. |Laf02[ Chapitre 4]), 
qui est une completion inconditionnelle de Cc{G), est aussi une sous-algebre 
de Banach faiblement pleine de C*{G). De plus, si un groupe discret F a la 
propriete (RD), une variante de I'algebre de Jolissaint, H^(T), qui est aussi 
une completion inconditionnelle, est une sous-algebre de Banach faiblement 
pleine de C*(r). On a alors le corollaire suivant 
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Corollaire 2.11. Pour toute representation de dimension finie p, le mor- 
phisme de Baum-Connes reduit tordu Hp^r est un isomorphisme pour les 
groupes suivants : 

- les groupes reductifs reels, 

- tous les groupes discrets appartenant a la classe C et possedant la pro- 
priety (RD), done, en particulier les sous-groupes discrets cocompacts 
de Sp{n, 1), F^_20), SL3{F) ou F est un corps local, SL^iM.) ei £'6(_26), 
et tous les groupes hyperboliques. 

3 Action sur K^^^{G) par le produit tensoriel 
par p 

3.1 Definitions et enonce du theoreme principal 

Etant donne un groupe localement compact G et une representation de 
dimension finie (p, V") de G, nous allons considerer la longueur i sur G definie 
de la fagon suivante : pour tout g E G on pose 

£{g) := max (log(||p(^~^)||E„d(y)),log(||p(^)||End(y)))- 

On a alors 

\\pi9)v\\v<e'^^^\\v\\v, 

pour tout f G et pour tout g E G. Le couple (V, 0) definit alors un 
element de E^y{CX) (cf- |Lafn2[ Definition 1.2.2]). On note [V] sa classe 
dans KK^y{C,C)- 

Definition 3.1. Soit A une G-C*-algebre. La representation {p,V) de G 
definit un morphisme de groupes de K{A xi^ G) dans K{C*{G, A)). En eff'et, 
soit G*{G,A) (S)V \e C*{G,A) (g) C-module hilbertien construit par produit 
tensoriel externe. D'apres la definition de A x^G, il est clair que I'application 

eg ^ [h ® V ^ Cg * h ® p{g)v) , 

pour tout g E G, h E Gc{G, A) et v E V, induit un morphisme d'algebres de 
Banach 

Le produit tensoriel hilbertien C*{G, A)(S)V est alors un (A x(?G, C*{G, A))- 
bimodule de Banach (cf. |Laf02| ). et le couple {G*{G, A) ® V, 0) definit alors 
un element de E'°^''{A>iPG,C*{G, A)). On note [G;{G,A)<^V] sa classe dans 
KK^^'^iA x3PG,G;Ig,A)). Soit 

S : KK^^'^iA >^PG,C:.{G,A)) Rom{K{A G), K{C:{G, A))), 
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donne par Paction de la i^'i^'-theorie banachique sur la i^'-theorie (cf. |Laf02l 
Proposition 1.2.9]). On a alors un morphisme 

E([C;(G', A) ® V]) : K{A G) K{C:.{G, A)), 

que I'on note Ap ^- 

Remarque 3.2. La representation {p^V) etant de dimension finie, on aurait 
pu definir le morphisme precedent de la maniere suivante : soit r le mor- 
phisme d'algebres de Banach de A G dans C*{G, A) ® End(V^) induit par 
I'application 

eg ^ eg® p{g). 

On note le morphisme de groupes induit par r de K{A xi^ G) dans 
ir(C;(G,A) ® End(V)). Comme 

A) ® End(\/) ^ M„(C;(G, A)) 

ou n est la dimension de I'espace vectoriel V , alors, par equivalence de Morita, 
r induit un morphisme, 

n ■.K{A^PG)^K{C;{G,A)). 

II est facile de voir que est egal au morphisme Ap defini par la proposition 

Remarque 3.3. De fagon analogue, (p, V^) definit un morphisme de groupes 

Kp : K{A G) K{G*{G, A)), 
ou A x'' G est le produit croise tordu maximal. 



D'autre part, une action de Rf{G) sur K^°^{G) est definie de fagon tres 
naturelle. Dans le cas des representations unitaires, cette action a ete definie 
par Kasparov. En eff'et, pour tout groupe localement compact G, I'anneau 
des representations de Kasparov KKg{C,C), defini dans |Kas88| et note 
R{G), est le groupe abelien forme des classes d'homotopie de representations 
de Fredholm unitaires de G, sur lequel le produit de Kasparov definit une 
structure d'anneau commutatif. L'anneau des representations unitaires de 
dimension finie de G s'envoie sur R{G) ; si G est un groupe compact, cette 
application est un isomorphisme (voir par exemple |Hig98 , Paragraph 8]). 
De plus, pour toutes G-G*-algebres A et 5, le produit de Kasparov definit 
une structure de i?(G)-module sur le groupe KKg{A, B). En particulier, si 
X est un G-espace propre (et G-compact), le groupe KKg{Gq{X),C) est 



16 



muni d'une structure de module sur R{G). En passant a la limite inductive, 
il est clair que le produit de Kasparov definit alors une structure de R{G)- 
module sur K^^{G), ce qui definit une action de I'anneau des representations 
unitaires de dimension finie de G sur K^°^{G). Nous allons generaliser cette 
action au cas des representations non unitaires de G. 

Supposons d'abord que G soit un groupe de Lie connexe et K un sous- 
groupe compact maximal de G tels que I'espace G/K soit une variete de 
dimension paire munie d'une structure spin''' G-equivaxiante. Dans ce cas, 
il est clair que K^'^'^^G) est muni d'une structure de module sur Rf{G). En 
effet, est isomorphe a R{K), I'anneau des representations unitaires 

de K et toute representation de dimension finie p non unitaire definit un 
endomorphisme de R{K) : comme K est un groupe compact, la restriction 
de p sur K est equivalente a une representation unitaire de K et done p\k 
definit un element de R{K). Le produit tensoriel par p\k, 



induit un endomorphisme Tp de K^°^{G) qui definit Taction Rf{G) sur 
X*°P(G'). 

Dans le cas general, etant donne un G-espace X qui soit G-propre et G- 
compact. on considere le fibre triviale G-equivariant au dessus de X de fibre 
V , que I'on note V. On a alors le lemme suivant 

Lemme 3.4. Le fibre V pent etre muni d'une structure hermitienne G- 
equivariante. 

Demonstration. Soit b E Gc(X,M.'^) une fonction a support compact sur X 
telle que b{g~^x)dg = 1 pour tout x E X. Soit K le support de b qui est une 
partie compacte de X. On munit V d'une structure hermitienne quelconque 
au dessus de K que Ton note (., .)i^x pour tout x E K. Soient x E X et vi,V2 
appartenant a la fibre de V au dessus de x notee Vx- On pose : 



Ceci definit une structure hermitienne G-equivariante au dessus de V. En 



R{K) R{K) 
[a] ^ [p\k ® cr], 
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effet, pour gi G G , x G X et Vi, f 2 G V; 



X 




b{h ^x){p{h ^)vi,p{h ^)v2)^,^-i^dg 



□ 



On considere maintenant I'espace Cq{X, V) des sections de V qui s'an- 
nulent a I'infini, ou V est muni de la structure hermitienne G-equivariante, 
(., .)2, definie ci-dessus. 

Lemme 3.5. Le couple (Co(X, V),0) definit un element de 
Eg{Co{X),Co{X)). On note [Co{X,V)] sa classe dans KKg{Co{X),Co{X)). 

Demonstration. En effet, Co{X) agit sur Co{X, V) (a gauche et a droite) par 
multiplication point par point. On definit un produit scalaire sur Co{X, V) a 
valeurs dans Co{X) de la fagon suivante : etant donnees si et S2 deux sections 
de V qui s'annulent a I'infini, 



Ce produit scalaire fait de Co{X, V) un Co(X) -module liilbertien G-equivariant. 
L'action de Co{X) a gauche commute avec Paction a droite trivialement. 



Maintenant, si A est une G-C*-algebre, comme [Go(X, V)] est un element 
de KKg{Cq{X),Co{X)), le produit de Kasparov par [Go(X, V)] induit un 
morphisme de groupes 



(si,S2) = (a; {Sl{x),S2{x))2,x)- 



□ 



KKg{Co{X),A) 



lCo(X,V)]^Co(X) 



^KKg{Co{X),A). 



En passant a la limite inductive on obtient un morphisme 



Nous allons demontrer le theoreme suivant 
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Theoreme 3.6. Le morphisme de groupes de K^°^{G,A) dans lui-meme in- 
duit par le produit de Kasparov par [Co{X,V)] rend commutatifs les deux 
diagrammes suivants 

A A 

K'°P{G,A)^^K{Ay^PG) et i^*°P(G, A) x'' G) 

K*°P(G', A) K{C;{G, A)) K'°P{G, A) K{G*{G, A)). 

Nous allons d'abord montrer un resultat analogue pour les algebres 
qui implique le theoreme I3.6[ 



3.2 Algebres L . Rappels et notations 

Etant donnes un groupe localement compact G et une G-C*-algebre A, 
on rappelle que I'application identite sur I'espace des fonctions continues a 
support compact sur G a valeurs dans A, Cc{G,A), se prolonge en un mor- 
phisme d'algebres de Banach de L^{G, A) dans G*{G, A) (resp. C*{G, A)), et 
done L^{G,A) est une sous-algebre dense de C*{G,A) (resp. G*{G,A)). De 
meme, si on note V-'^iG, A) la completion de Cc(G, A) pour la norme 

||/||li.p(G,A) = / ||/(^)IU||p(^)||End(y)rf^, 
JG 

pour / G Cc{G^ A), alors I'application identite de Gc{G, A) se prolonge en un 
morphisme d'algebres de Banach de L^'P{G,A) dans le produit croise tordu 
Ayi^G (resp. A x^'G), et done L^'''{G, A) est une sous-algebre dense de Axi^G 
(resp. A G). Nous allons montrer un enonce pour les algebres L^{G,A) 
et L^'''{G,A) analogue a celui du theoreme 13.61 qui va impliquer le theoreme 

m 

Remarque 3.7. Si p est une representation unitaire, alors, pour toute G-C*- 
algebre A, L^'P{G,A) = L^{G,A). 

On rappelle que les algebres L^{G) et L^'''(G) sont des completions incon- 
ditionnelles de Cc{G) et done que Lafforgue a defini dans |Laf02l Proposition- 
Definition 1.5.5], des morphismes de descente pour ces algebres : 

jii : KK^y{A,B) ^ KK'^^^iL'^PiG,A),L\G,B)) 
jl^,p : KK^'"'{A,B) ^ KK^^'^iL^'fiG, A), L^'f{G, B)), 

pour A et B des G-G*-algebres et pour i la longueur sur G definit par la 
norme de p. 
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Par abus de notation, pour toutes G-C*-algebre A et B, nous allons definir 
un troisieme morphisme de "descente" 

J, : KKciAB) ^ KK''-''iL''PiG,A),L''^iG,B)), 

comme la composee de l et Jli.p, c'est-a-dire jp := j^i.p o t. Ce morphisme 
est I'analogue sur L^''' du morphisme de descente tordu defini dans |GA08l 
Definition 2.9]. 

Soit X une partie G-compacte de EG. Soit c une fonction continue a 
support compact sur X et a valeurs dans R+ telle que, pour tout x E X, 
Jijc{g~^x)dg = 1. Soit p la fonction sur G x X definie par la formule 



p{g,x) = ^/c{x)c{g ^x). 

La fonction p definit alors un projecteur de Gc{G, Co(X)), que Ton note p par 
abus de notation. On note Ap I'element de K{L^'^{G,Go{X))) qu'il definit. 
On rappelle alors que, pour toute G-C*-algebre A, la variante du morphisme 
de Baum-Connes a valeurs dans K{L^'P{G, A)) definie par Lafforgue dans 
|Laf02l 1.7], est donnee, a passage a la limite inductive pres, par le morphisme 

/ifi,, : KKg{Co{X),A) ^ K{L'^P{G,A)), 

defini par la formule 

HL^.p{a) = S(jp(a))(Ap), 
pour tout element a dans KKg{Go{X), A). 

Pour montrer qu'un enonce analogue a I'enonce du theoreme 13.61 pour les 
algebres implique le theoreme 13.61 on aura besoin du lemme de compati- 
bilite suivant 

Lemme 3.8. Les diagrammes 

K'°^{G,A)^K{L^'f{G,A)) et K'°p{G, A) ^ K{L^'P{G, A)) 





K{Ax}PG) KiAxPG) 

oil i : L^'P{G,A) ^ A x^ G (resp. i' : L'^'P{G,A) ^ AxP G) est le prolonge- 
ment de VappUcation identite sur Cc{G,A), sont commutatifs. 

Demonstration. La demonstration est analogue a la demonstration de la pro- 
position □ 
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Remarque 3.9. Le lemme 13.81 et la remarque 13.71 impliquent en particulier 
que si p est une representation unitaire alors = p^ (resp. p^ = p^) pour 
toute G'-C*-algebre A et done le morphisme de Baum-Connes tordu coincide 
avec le morphisme de Baum-Connes classique. 



3.3 Demonstration du theoreme 13.61 

Soit X une partie G-compacte de EG. On va montrer le theoreme suivant 

Theoreme 3.10. Pour toute G-C* -algehre A, le morphisme, note Tp, qui d 
un element a e KKc{Co{X), A) associe le produit de Kasparov [Go{X, V)]®Co(x) 
a dans KKg{Cq{X),A) rend commutatif le diagramme suivant 

KKg{Go{X), A) K{A G) 



KKciCoiX), A) K{C;{G, A)). 

La preuve repose sur un resultat analogue pour les algebres que nous 
allons enoncer plus bas et qui implique aussi la commutativite du diagramme 
du theoreme 13.61 pour les produits croises maximaux de fagon analogue. Pour 
enoncer le resultat pour les algebres L} , nous avons besoin de la definition 
suivante. 

Definition 3.11. Pour toute G-C*-algebre A, la representation (p, V") de G 
definit le morphisme de groupes suivant, 

^3u{crAm))) ■■ K{L'^'{G,A)) ^ K{L\G,A)), 

ou, on rappelle que, dans ce cas, 

S : KK''''''{L'^P{G,A),L\G,A)) ^Yiom{K{L'^''{G, A)),K{L\G, A))). 

En eff'et, \y] est un element de KK^^f{C, C) et done Jli (crA([V])) appartient 
a KK^^^'iL^'PiG, A), L\G, A)). 

Nous allons alors montrer le theoreme suivant qui est I'analogue pour les 
algebres du theoreme 13.101 annonce dans la section 13. 2[ 

Theoreme 3.12. Pour toute G-C* -algehre A et pour toute partie G-compacte 
X de EG, le diagramme 

KKg{Go{X), A) K{L'^P{G, A)) 
KKciGoiX), A) K{L\G, A)), 
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est commutatif. 

Montrons d'abord que le theoreme 13.121 implique le theoreme I3.10[ 
Soient 

h: L\G,A) ^ C;{G,A) et i2 : L^'^iG, A) ^ A G, 

les inclusions naturelles qui prolongent I'application identite sur Cc{G,A). 
La fonctorialite de S implique que le morphisme Ap,. de K{A G) dans 
K{C*{G, A)) rend commutatif le diagramme suivant : 

K{L^'p{G, A)) K{A G) 



K{L'{G,A))^^K{C:{G,A)). 

En effet, il est facile de voir que 

t;i[C:iG,A) ® V]) = ti^MaAilV]))), 
dans KK^''''{L^'P{G,A),C;{G,A)). D'ou, 

s([c;(G, A) ® v])t2,. = a) ® v)]), 

= j:mc:{G,A)(E)V])), 
= s(^i,,(jiiK([\/]))), 

= ^l4S(j^xK([V])))), 

et comme Ap,. = T,{[C*{G) ® V"]) par definition, alors le diagramme est com- 
mutatif ce qui prouve que le theoreme 13.121 implique le theoreme 13.101 II en 
est de meme dans le cas des produits croises maximaux. 

La demonstration du theoreme 13. 121 repose sur le lemme et la proposition 
suivants 

Lemme 3.13. Les elements l{[Co{X,V)]) et o'Co{x){[V]) sont egaux dans 
KKlj{C,{X),C,{X)). 

Ce lemme implique en particulier que les elements j^^i (i([Co(X, V)])) et 
3lA<^c,{x){[V])) dans KK'^---{L^^p{G,Co{X)),L\G,Co{X))) sont egaux et 
done qu'ils agissent de la meme maniere sur I'element Ap de K{L^'P{G, Co{X))), 
c'est-a-dire 

V)])))(Ap) = ^Mac^ixmmA,). 
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Demonstration. Nous allons montrer que l{[Cq{X,V)]) et crcy(x)([^]) sont 
homotopes dans E'^y{Co{X),Co{X)). 

Soit s une fonction sur X a valeurs dans V qui s'annule a I'mfini. On pose : 



l-sllo := \\s\\coixy) = sup 

\4i ■= \\4co{x,v) = sup ||s(x)||v. 

x£X 



Soit Ht, pour t G [0, 1], I'espace de Hilbert des fonctions sur X a valeurs dans 
V qui s'annulent a I'infini pour la norme : 



t\\s\ 



'l-t)\\s\ 



Mors, n = [Htheio,!] e E'^y{Co{X),Co{X)[0, 1]). II est clair que H realise 
rhomotopie cherchee. □ 

Proposition 3.14. Soient A et B des C* -algebres et soit a un element de 
KKg{A, B). Alors le diagramme 

K{L^^p{G, A)) ""^'^^"^^ ^ K{L^'P{G, B)) 



S(iii(aA([V]))) 



K{L\G, A)) ' ^ K{L\G, B)) 

est commutatif. 

Demonstration. Soit a G KKg{A, B). D'apres le lemme 1.6.11 de |Lafn2j . il 
existe une (j>'-C*-algebre que I'on note Ai, deux morphismes G-equivariants 
9 : Ai ^ A et T] : Ai ^ B et un element ai dans KKg{A, Ai), tels 
que 6*{ai) = Ua, dans KKg{Ai,Ai), O^ai) = Ma dans KKg{A,A), et 
9*{a) = [rj] dans KKg{A, B). On pent ecrire alors le diagramme suivant en 
i^i^-theorie 
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ou les fleches en pointilles designent des elements en i^i^-theorie qui ne sont 
pas necessairement donnes par des morphismes d'algebres. 



Lemme 3.15. Comme \y] G KK^f on a alors les deux egalites sui- 

vantes 

rK([\/])) = e^iaA^lv])) et r/*K([F])) = v^Mv])), 

dans KK^y{Ai, A) et KK^-^fiAi, B). 

Demonstration. Le lemme decoule de la fonctorialite de KK^^'^. □ 

On rappelle que nous avons note jp = jL^.pOi pour simplifier les notations. 
Le fait que S, j^i et jllp soient fonctoriels nous permet, d'une part, d'ecrire 
le diagramme suivant : 



K{L^^P{G,Ar)) 



KiL^'^iCA)) 



20p(a)) 



J pin)* 



SO.i(<xa([V]))) 



K{L''P{G,B)) 



SOri(^(a))) 



S0.i(<xfl([v]))) 



K{L\G,B)) 



K{L\G,A)) 

et d'autre part de montrer que iL^{i{0))^ et jp{9)* sont inversibles (voir de- 
monstration du Lemme 1.6.11 de |Laf02| ). On va montrer que ce diagramme 
est commutatif en le decoupant en morceaux. 

Lemme 3.16. On a les egalites suivantes : 
et 
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Demonstration. Par fonctorialite et par definition de et de ^ : 

= S(j^i(.(r(a)))), 
= S(j^i(.(r/))), 
= Jli(^(^))*- 

La deuxieme egalite se demontre de fagon completement analogue. □ 
Lemme 3.17. On a les egalites suivantes : 

s(jLiK([\/]))) oj^,„(.(0)), = j^,(.(^^)),os(j,.iK^([\/]))), 

et 

S(jLiK(m))) o jL^.^r^)). = jLMv)).oi:{jL^{a,^{[V]))). 

Demonstration. La fonctorialite et le lemme [3T5l permettent d'avoir les ega- 
lites suivantes : 

= S(j^i(^^,K^([F])))), 

= J^.(6(^^)),oS(j,..K([V]))), 

et d' autre part : 

jii(.(r/)).oS(j^.(aA,([l^]))), = E(j^.(r^.K,([y])))), 

= S(j^.(r/*(a^([V])))), 
= S(j^i(aB([V^])))oj^.(.(r7)).. 

□ 

Maintenant on est pret pour conclure. D'apres les deux lemmes prece- 
dents, on a : 

s(jii(.(«)))os(ji.K([v])))oj^i„(.(^))„ 

= njL^ (^(«))) ° m)* ° s (j,.! (a,^ ( [V]))) , 

et ceci implique done que : 

S(jii(6(a)))oS(jz.iK([V]))), 

= S(j^iaB([l^])))oS(jii.(.(a))). 
Et ceci termine la demonstration de la proposition I3.14[ □ 
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Demonstration du theoreme \3.12 . On va maintenant montrer le theoreme 
I3.12[ Nous allons noter [V] := [Co(X, V)] pour simplifier les notations. Soit 
a un element de KKg{Co{X), A). La compatibilite de S avec le produit de 
Kasparov (voir |Laf02l Proposition 1.6.10]) implique les egalites suivantes 

/xz.i([V]®a) = S(jii(6([V]®a)))(A), 

= S(j^iWa)))oS(j^i(.([V])))(A), 

ou A est I'element de K{L^{G,Co{X))) defini par p. 
Mais d'apres le lemme [3T3l on a 

oS(j^.(.([V])))(A) = oS(j^.(ac„(x)m))(A), 

et la proposition 13.141 appliquee a Cq{X) et a. A implique que le dernier 
membre de cette egalite est egal a 

S(jLiK([l^])))oS(j,(a))(A). 

On a alors, 

/iLi([V] ® «) = oS(jii(crco(x)m))(A), 
= S(j^i(M[l^])))oS(j,(«))(A), 
= E(jii(aA([V])))o/x,.i,p(a), 

et c'est exactement ce qu'on voulait demontrer. 

Dans la page suivante, nous ecrivons un diagramme recapitulatif de la de- 
monstration. 
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KKg{Co{X),A) 



Hom(x(Li'^(G, Co{X))),K{L^'''{G, A)) K{L^'P{G, A)) 



Soj lot 



Rom(^K{L\G, Co{X))), K{L\G, A))f^^^^^^^^^^om(^K{L^'''{G, Co{X))), K{L\G, A))^ 



(■)(Ap) 



KKG{Co{X),Af^}iom(^K{L\G,Co{X))),K{L\G,A))^ 



(■)(A) 



■K{L\G,A)) 



□ 
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